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摘　要：研究ＤｅｇａｓｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉ方程Ｃａｕｃｈｙ问题当初值ｕ０∈Ｈ１（Ｒ）∩Ｗ１，∞（Ｒ）时解的弱适定性。首先运用特
征线将ＤｅｇａｓｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉ方程的Ｃａｕｃｈｙ问题转化成一个ＯＤＥ系统，其次利用ＯＤＥ理论证明该ＯＤＥ系统的解存
在唯一，最后利用该ＯＤＥ系统与原方程的关系，研究原方程解的存在唯一性，并给出原方程的解对初值的弱连
续依赖性。
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１（Ｒ）∩ Ｗ１，∞（Ｒ）．Ａｔｆｉｒｓｔ，ｂｙｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ，ｔｈｅ
ＣａｕｃｈｙｐｒｏｂｌｅｍｏｆｔｈｅＤｅｇａｓｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄｉｎｔｏａｎＯＤＥｓｙｓｔｅｍ．ＢｙｕｓｉｎｇｔｈｅＯＤＥ
ｔｈｅｏｒｙ，ｔｈｅｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏｔｈｅＯＤＥｓｙｓｔｅｍｉｓｐｒｏｖｅｄ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｕ
ｎｉｑｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｆｏｒｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎｂｙｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎ
ａｎｄｔｈｅＯＤＥｓｙｓｔｅｍ，ａｎｄｔｈｅｗｅａｋｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｎｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎ
ｉｓｇｉｖｅｎ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ＤｅｇａｓｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉｅｑｕａｔｉｏｎ；ｗｅａｋｗｅｌｌｐｏｓｅｄｎｅｓｓ；ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ；ｗｅａｋｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｅ
ｐｅｎｄｅｎｃｅ

　　本文主要研究如下的 ＤｅｇａｓｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉ（ＤＰ）
方程：

ｕｔ－ｕｔｘｘ＋４ｕｕｘ ＝３ｕｘｕｘｘ＋ｕｕｘｘｘ，ｔ＞０，ｘ∈Ｒ

（１）
当ｔ＝０时，ｕ满足初始条件

ｕ（０，ｘ）＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ｒ （２）
ＤｅｇａｓｐｅｒｉｓＰｒｏｃｅｓｉ方程和ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程是两个
重要的浅水波方程，现如今对于这两个方程已有较

为完善的研究结果［１－１３］。ＤＰ方程是由 Ｄｅｇａｓｐｅｒｉｓ
和Ｐｒｏｃｅｓｉ在研究动力学的非线性浅水波模型时提
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出［４］。随后Ｄｅｇａｓｐｅｒｉｓ等［５］证明了 ＤＰ方程具有双
Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ结构，完全可积，并且有尖峰孤立子
解。对于ＤＰ方程，殷朝阳证明了该方程在初值 ｕ０
∈Ｈｓ（Ｒ），ｓ＞２／３时解的局部适定性［１０］，并证明

了整体解的存在性和解的爆破现象［１１］。Ｃｏｃｌｉｔｅ和
Ｋａｒｌｓｅｎ研究了ＤＰ方程的 Ｃａｕｃｈｙ问题在初值 ｕ０∈
Ｌ２（Ｒ）∩ Ｌ４（Ｒ）时弱解的存在性和熵弱解的唯一
性［１２］。Ｅｓｃｈｅｒ等［１３］研究了 ＤＰ方程强解的爆破率
和弱解的整体存在唯一性。本文受文献 ［１４］启
发，运用特征线方法将 ＤＰ方程转化成 ＯＤＥ系统，
再利用 ＯＤＥ理论研究该 ＯＤＥ系统解的存在唯一
性，进而证明 ＤＰ方程当初值 ｕ０ ∈ Ｈ

１（Ｒ）∩
Ｗ１，∞（Ｒ）时解的局部存在唯一性，并给出方程的
解对初值的弱连续依赖性。

令ｍ＝ｕ－ｕｘｘ，方程 （１）可写成
ｍｔ＋ｍｘｕ＋３ｍｕｘ ＝０，ｔ＞０，ｘ∈Ｒ （３）

设Ｇ（ｘ）＝１２ｅ
－｜ｘ｜，ｘ∈Ｒ，则对任意ｆ∈Ｌ２（Ｒ），有

（１－２ｘ）
－１ｆ＝Ｇｆ，这里  代表卷积。从而式

（３）可化为

ｕｔ＋ｕｕｘ ＝－ｘ Ｇ
３
２ｕ( )( )２ ，ｔ＞０，ｘ∈Ｒ　

（４）
下面给出本文的主要结论：

定理１　设ｕ０∈Ｘ≡Ｈ
１（Ｒ）∩Ｗ１，∞（Ｒ），则存

在函数Ｔ＝Ｔ ｕ０( )
Ｘ ＞０和 Ｃａｕｃｈｙ问题 （１） －

（２）的唯一解ｕ，使得ｕ∈ＺＴ≡Ｃ（［０，Ｔ）：Ｈ
１（Ｒ））

∩Ｌ∞（［０，Ｔ）：Ｗ１，∞（Ｒ））∩Ｃ１（［０，Ｔ）：Ｌ２（Ｒ）），且
ｓｕｐ
［０，Ｔ）

ｕ（·，ｔ）Ｈ１（Ｒ）＋ ｕ（·，ｔ）Ｗ１，∞（Ｒ
( )

）
≤ｃｕ０ Ｘ

其中常数ｃ＞０。此外，如果在空间Ｘ上初值ｕ０１→
ｕ０２，则在Ｈ

１（［０，Ｔ）×Ｒ）上有ｕ１→ｕ２，其中ｕ１，ｕ２
是Ｃａｕｃｈｙ问题 （１） －（２）的解。

注１　根据文献 ［１１］中引理２２和定理４１

易知，即使ＤＰ方程的初值 ｕ０ Ｈｓ（Ｒ），ｓ＞
３
２非常小

（此 时，由 Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌 入 定 理 知 ｕ０ Ｈ１（Ｒ） ＋

ｕ０ Ｗ１，∞（Ｒ）很小），方程的解 ｕ在短时间内也可能
爆破，即当 ｔ趋于某个较小的时间 Ｔ时，有
ｕｘ（·，ｔ）Ｌ∞（Ｒ）→＋∞，从而ｕ在Ｗ

１，∞（Ｒ）上关于
初值和时间没有连续依赖性，所以 Ｃａｕｃｈｙ问题
（１） －（２）的解对初值的连续依赖性只在更弱的
空间Ｈ１（［０，Ｔ）×Ｒ）中成立。

１　ＯＤＥ系统解的存在唯一性
对于Ｃａｕｃｈｙ问题 （１） － （２）的光滑解，设

ｘ（ｓ，ｔ）为方程 （１） － （２）的特征线，ｓ为初值，
即

ｄｘ（ｓ，ｔ）
ｄｔ ＝ｕ（ｘ（ｓ，ｔ），ｔ）

ｘ（ｓ，０）
{

＝ｓ
（５）

记Ｕ（ｓ，ｔ）＝ｕ（ｘ（ｓ，ｔ），ｔ），Ｗ（ｓ，ｔ）＝ｕｘ（ｘ（ｓ，ｔ），ｔ），
令

Ｆ１（ξ，Ｕ）（ｓ，ｔ）＝

－３２∫ＲＧ′（ｘ（ｓ，ｔ）－ｘ（σ，ｔ））Ｕ２（σ，ｔ）ｘｓ（σ，ｔ）ｄσ
（６）

Ｆ２（ξ，Ｕ）（ｓ，ｔ）＝

－３２∫ＲＧ（ｘ（ｓ，ｔ）－ｘ（σ，ｔ））Ｕ２（σ，ｔ）ｘｓ（σ，ｔ）ｄσ
（７）

考虑ξ（ｓ，ｔ）＝ｘ（ｓ，ｔ）－ｓ，ｓ∈ Ｒ，ｔ＞０，由方程
（５），可得到
ｄξ（ｓ，ｔ）
ｄｔ ＝ｄｘ（ｓ，ｔ）ｄｔ ＝ｕ（ｘ（ｓ，ｔ），ｔ）＝Ｕ（ｓ，ｔ）

（８）
对于Ｕ（ｓ，ｔ），利用链式法则，结合方程 （４）可得

ｄＵ（ｓ，ｔ）
ｄｔ ＝ｄｕ（ｘ（ｓ，ｔ），ｔ）ｄｔ ＝

ｕｔ＋ｕｕｘ ＝Ｆ１（ξ，Ｕ）（ｓ，ｔ） （９）
将方程 （４）两边对ｘ求导，并利用等式２ｘＧｆ＝
Ｇｆ－ｆ有

ｄＷ（ｓ，ｔ）
ｄｔ ＝

ｄｕｘ（ｘ（ｓ，ｔ），ｔ）
ｄｔ ＝ｕｔｘ＋ｕｕｘｘ ＝

Ｆ２（ξ，Ｕ）＋
３
２Ｕ

２－Ｗ( )２ （ｓ，ｔ） （１０）

从而得到如下ＯＤＥ系统
ｄξ（ｓ，ｔ）
ｄｔ ＝Ｕ（ｓ，ｔ）， ｔ＞０，ｓ∈Ｒ

ｄＵ（ｓ，ｔ）
ｄｔ ＝Ｆ１（ξ，Ｕ）（ｓ，ｔ）， ｔ＞０，ｓ∈Ｒ

ｄＷ（ｓ，ｔ）
ｄｔ ＝

Ｆ２（ξ，Ｕ）＋
３
２Ｕ

２－Ｗ( )２ （ｓ，ｔ）， ｔ＞０，ｓ∈Ｒ

ξ（ｓ，０）＝０， ｓ∈Ｒ
Ｕ（ｓ，０）＝ｕ０（ｓ）， ｓ∈Ｒ

Ｗ（ｓ，０）＝ｕ０，ｘ（ｓ）， ｓ∈





















Ｒ

（１１）
　　为了书写方便，记Ｘ＝Ｈ１（Ｒ）∩ Ｗ１，∞（Ｒ），Ｙ
＝Ｌ２（Ｒ）∩Ｌ∞（Ｒ）。假设ｅｓｓｉｎｆξｓ≥α＞－１，并考
虑ξ∈Ｏα ＝｛ξ∈ Ｘ：１＋ｅｓｓｉｎｆξ＞α｝。为了证明
ＯＤＥ系统 （１１）解的存在唯一性，先证明以下引

７８
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理。

引理１　设ｖ（ｓ，ｔ）＝（ξ，Ｕ，Ｗ）（ｓ，ｔ）∈Ｏα×Ｘ
×Ｙ，则映射Ｆ：Ｏα×Ｘ×Ｙ→Ｘ×Ｘ×Ｙ是局部Ｌｉｐｓ
ｃｈｉｔｚ 连 续 的， 其 中 Ｆ（ｖ（ｓ，ｔ）） ＝

Ｕ，Ｆ１（ξ，Ｕ），Ｆ２（ξ，Ｕ）＋
３
２Ｕ

２－Ｗ( )２ （ｓ，ｔ）。
证明　由题设知，ＯＤＥ系统 （１１）可写成积

分形式

ｖ（·，ｔ）＝ｖ０（·）＋∫
ｔ

０
Ｆ（ｖ（·，τ））ｄτ （１２）

其中ｖ（·，ｔ）＝（ξ，Ｕ，Ｗ）（·，ｔ）∈ Ｏα×Ｘ×Ｙ，ｔ∈
［０，Ｔ）。对任意ｖ１，ｖ２∈Ｏα×Ｘ×Ｙ，设常数Ｋ＞０，

ｖｉ Ｘ×Ｘ×Ｙ≤Ｋ，ｉ＝１，２，则有

Ｆ（ｖ１（ｓ，ｔ））－Ｆ（ｖ２（ｓ，ｔ））Ｘ×Ｘ×Ｙ≤

Ｕ１－Ｕ２ Ｘ ＋ Ｆ１（ξ１，Ｕ１）－Ｆ１（ξ２，Ｕ２）Ｘ ＋

Ｆ２（ξ１，Ｕ１）－Ｆ２（ξ２，Ｕ２）Ｙ＋

３
２ Ｕ

２
１－Ｕ

２
２ Ｙ＋ Ｗ

２
１－Ｗ

２
２ Ｙ≤

（１＋３Ｋ）Ｕ１－Ｕ２ Ｘ ＋２ＫＷ１－Ｗ２ Ｙ＋

Ｆ１（ξ１，Ｕ１）－Ｆ１（ξ２，Ｕ２）Ｙ＋

ｓＦ１（ξ１，Ｕ１）－ｓＦ１（ξ２，Ｕ２）Ｙ＋

Ｆ２（ξ１，Ｕ１）－Ｆ２（ξ２，Ｕ２）Ｙ

（１３）
　　对于Ｆ１，通过插项可得到

Ｆ１（ξ１，Ｕ１）－Ｆ１（ξ２，Ｕ２）Ｙ≤

Ｆ１（ξ１，Ｕ１）－Ｆ１（ξ１，Ｕ２）Ｙ＋

Ｆ１（ξ１，Ｕ２）－Ｆ１（ξ２，Ｕ２）Ｙ ＝

Ｉ１ Ｙ＋ Ｉ２ Ｙ

　　对于特征线 （５），由文献 ［１５］知，映射 ｓ
→ｘ（ｓ，ｔ）在 Ｒ上是微分同胚的，从而 ｘ的逆映射
存在，设为 ω：ｘ→ ω（ｘ，ｔ）。容易推导出 （１＋

ξｓ Ｌ∞（Ｒ））
－１≤ωｘ（ｘ，ｔ）≤（１＋α）

－１，且对任意ｒ∈
［１，∞］有

ｆω Ｌｒ（Ｒ）≤ ｘｓ
１／ｒ
Ｌ∞（Ｒ） ｆＬｒ（Ｒ），ｆ∈Ｌ

ｒ（Ｒ）

其中，ｘ和ω互为逆函数。又由于 ｘｓ（ｓ，ｔ）＝ξｓ（ｓ，
ｔ）＋１，通过变量替换并利用Ｙｏｕｎｇｓ不等式可得

Ｉ１ Ｙ ＝ Ｆ１（ξ１，Ｕ１）－Ｆ１（ξ１，Ｕ２）Ｙ ＝

３
２∫ＲｘＧ（ｘ１（ｓ，ｔ）－ｘ１（σ，ｔ））·
（Ｕ２１－Ｕ

２
２）（σ，ｔ）ｓｘ１（σ，ｔ）ｄσ

　
　Ｙ
≤

３
２ ｓｘ１ Ｌ∞（Ｒ）∫ＲｘＧ（ｘ１（ｓ，ｔ）－ｙ）·

（Ｕ２１－Ｕ
２
２）（ω（ｙ，ｔ），ｔ）ωｘ（ｙ，ｔ）ｄｙ

　
　Ｙ
≤

３
２ ｓｘ１ Ｌ∞（Ｒ） ωｘ Ｌ∞（Ｒ）·

ｘＧ（Ｕ
２
１ω－Ｕ

２
２ω）（ｘ１（ｓ，ｔ），ｔ）Ｙ≤

３
２ ｓｘ１ Ｌ∞（Ｒ） ωｘ Ｌ∞（Ｒ）·

（ｘＧＬ１（Ｒ） ｓｘ１
１／２
Ｌ∞（Ｒ） Ｕ

２
１－Ｕ

２
２ Ｙ）≤

Ｃ（α，Ｋ）Ｕ１－Ｕ２ Ｙ （１４）
这里 ｘＧＬ１（Ｒ） ＝１，且常数 Ｃ（α，Ｋ）仅与 α，Ｋ有
关。

根据文献 ［１４］的引理２１５，有
｜Ｇ′（ｘ１（ｓ）－ｘ１（σ））－
Ｇ′（ｘ２（ｓ）－ｘ２（σ））｜≤
Ｇ（（１＋α）（ｓ－σ））·

（ξ１（ｓ）－ξ２（ｓ）＋ ξ１（σ）－ξ２（σ））

其中，Ｇ（ｘ）＝１２ｅ
－｜ｘ｜。从而对于Ｉ２，通过插项得到

Ｉ２ ＝ Ｆ１（ξ１，Ｕ２）－Ｆ１（ξ２，Ｕ２） ＝
３
２∫ＲｘＧ（ｘ１（ｓ，ｔ）－ｘ１（σ，ｔ））Ｕ２２（σ，ｔ）ｓｘ１（σ，ｔ）ｄσ－
∫ＲｘＧ（ｘ２（ｓ，ｔ）－ｘ２（σ，ｔ））Ｕ２２（σ，ｔ）ｓｘ２（σ，ｔ）ｄσ ＝
３
２∫ＲｘＧ（ｘ１（ｓ，ｔ）－ｘ１（σ，ｔ））Ｕ２２（σ，ｔ）·

（ｓｘ１（σ，ｔ）－ｓｘ２（σ，ｔ））ｄσ＋

∫Ｒ（ｘＧ（ｘ１（ｓ，ｔ）－ｘ１（σ，ｔ））－
ｘＧ（ｘ２（ｓ，ｔ）－ｘ２（σ，ｔ）））·
　
　
Ｕ２２（σ，ｔ）ｓｘ２（σ，ｔ）ｄσ≤

３
２ ｓｘ１－ｓｘ２ Ｌ∞（Ｒ）∫ＲｘＧ（ｘ１（ｓ，ｔ）－ｘ１（σ，ｔ））·

Ｕ２２（σ，ｔ）ｄσ＋
３
２ ｓｘ２ Ｌ∞（Ｒ）·

∫ＲＧ（（１＋α）（ｓ－σ））·（｜ξ１（ｓ）－ξ２（ｓ）｜＋
｜ξ１（σ）－ξ２（σ）｜）Ｕ

２
２（σ，ｔ）ｄσ

类似于 Ｉ１，通过变量替换并应用 Ｙｏｕｎｇｓ不等式得
到

Ｉ２ Ｙ ＝ Ｆ１（ξ１，Ｕ２）－Ｆ１（ξ２，Ｕ２）Ｙ≤
３
２ ｓｘ１－ｓｘ２ Ｌ∞（Ｒ） ωｘ Ｌ∞（Ｒ）·

ｘＧ（Ｕ
２
２ω）（ｘ１（ｓ，ｔ），ｔ）Ｙ＋
３
２ ｓｘ２ Ｌ∞（Ｒ）·

２ξ１－ξ２ Ｌ∞（Ｒ） ＧＵ
２
２ Ｙ≤

８８
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３
２ ｓｘ１－ｓｘ２ Ｌ∞（Ｒ） ωｘ Ｌ∞（Ｒ）·

ｘＧＬ１（Ｒ）（ｓｘ１
１／２
Ｌ∞（Ｒ） Ｕ

２
２ Ｙ）＋

３ｓｘ２ Ｌ∞（Ｒ） ξ１－ξ２ Ｌ∞（Ｒ） Ｇ１ Ｌ１（Ｒ） Ｕ
２
２ Ｙ≤

Ｃ（α，Ｋ）（ξ１－ξ２ Ｌ∞（Ｒ）＋ ｓξ１－ｓξ２ Ｌ∞（Ｒ））

（１５）
这里 Ｇ１（ｘ） ＝ Ｇ（（１＋α）ｘ），且 Ｇ１ Ｌ１（Ｒ） ＝
１
１＋αＧＬ１（Ｒ） ＝

１
１＋α

，Ｃ（α，Ｋ）为与α，Ｋ有关的常

数。结合式（１４）－（１５），可得
Ｆ１（ξ１，Ｕ１）－Ｆ１（ξ２，Ｕ２）Ｙ≤

Ｃ（α，Ｋ）（ξ１－ξ２ Ｘ ＋ Ｕ１－Ｕ２ Ｘ） （１６）

由于２ｘＧｆ＝Ｇｆ－ｆ，有
ｓＦ１（ξ，Ｕ）（ｓ，ｔ）＝

Ｆ２（ξ，Ｕ）（ｓ，ｔ）＋
３
２Ｕ

２（ｓ，ｔ( )）ｘｓ（ｓ，ｔ）
从而

ｓＦ１（ξ１，Ｕ１）－ｓＦ１（ξ２，Ｕ２）Ｙ≤

Ｆ２（ξ１，Ｕ１）ｓｘ１－Ｆ２（ξ２，Ｕ２）ｓｘ２ Ｙ＋

３
２ Ｕ

２
１ｓｘ１－Ｕ

２
２ｓｘ２ Ｙ≤

Ｆ２（ξ１，Ｕ１）Ｌ∞（Ｒ） ｓｘ１－ｓｘ２ Ｙ＋

ｓｘ２ Ｌ∞（Ｒ） Ｆ２（ξ１，Ｕ１）－Ｆ２（ξ２，Ｕ２）Ｙ＋

３
２ Ｕ

２
１ Ｌ∞（Ｒ） ｓｘ１－ｓｘ２ Ｙ＋

３
２ ｓｘ２ Ｌ∞（Ｒ） Ｕ

２
１－Ｕ

２
２ Ｙ

类似于不等式 （１６）的推导，可以得到

ｓＦ１（ξ１，Ｕ１）－ｓＦ１（ξ２，Ｕ２）Ｙ≤
Ｃ（α，Ｋ） ξ１－ξ２ Ｘ ＋ Ｕ１－Ｕ２( )

Ｘ
（１７）

　　对于Ｆ２，类似于上述方法，有
Ｆ２（ξ１，Ｕ１）－Ｆ２（ξ２，Ｕ２）Ｙ≤

Ｃ（α，Ｋ）（ξ１－ξ２ Ｘ ＋ Ｕ１－Ｕ２ Ｘ） （１８）
所以，将式 （１６） －（１８）代入式 （１３）得到

Ｆ（ｖ１（ｓ，ｔ））－Ｆ（ｖ２（ｓ，ｔ））Ｘ×Ｘ×Ｙ≤
Ｃ（α，Ｋ）ｖ１（ｓ，ｔ）－ｖ２（ｓ，ｔ）Ｘ×Ｘ×Ｙ （１９）

其中常数Ｃ（α，Ｋ）仅与α，Ｋ有关。
由Ｆ的定义知，Ｆ（０）＝０，代入式 （１９）可得
Ｆ（ｖ（ｓ，ｔ））Ｘ×Ｘ×Ｙ≤Ｃ（α，Ｋ）ｖ（ｓ，ｔ）Ｘ×Ｘ×Ｙ

故对任意的 ｖ（ｓ，ｔ）∈ Ｏα×Ｘ×Ｙ，有 Ｆ（ｖ（ｓ，
ｔ））∈Ｘ×Ｘ×Ｙ。所以映射Ｆ：Ｏα×Ｘ×Ｙ→Ｘ×Ｘ
×Ｙ满足局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续，引理得证。
类似于文献 ［１４］定理 ３８的证明过程，利

用引理１和ＯＤＥ理论容易推出以下命题。

命题１　定义Ｂ（α，Ｋ）＝｛ｖ＝（ξ，Ｕ，Ｗ）∈Ｘ×
Ｘ×Ｙ：ξ∈Ｏα，ｖＸ×Ｘ×Ｙ≤Ｋ｝。对于任意初值ｖ０∈
Ｂ（α，Ｋ），存在Ｔ＞０使得ＯＤＥ系统 （１１）有唯一
解 ｖ∈ Ｃ１（［０，Ｔ）：Ｂ（α，Ｋ））。此外，当 Ｕ′０（ｓ）＝
Ｗ０（ｓ）（１＋ξ′（ｓ）），有 ｓＵ（·，ｔ）＝Ｗ（·，ｔ）（１＋
ｓξ（·，ｔ））。

２　ＤＰ方程局部解的存在唯一性
由于ξ（ｓ，ｔ）＝ｘ（ｓ，ｔ）－ｓ，我们定义Ｓξ（ｘ，ｔ）＝

ω（ｘ，ｔ）－ｘ，ｘ∈Ｒ，其中ｘ和ω互为逆函数。为
了证明 ＤＰ方程解的存在唯一性，先给出下列引
理。

引理２［１４］　映射Ｓ具有下列性质
（ｉ）Ｓ：Ｏα→Ｘ，且

ＳξＸ≤Ｃ（α，ξｓ Ｌ∞（Ｒ））ξＸ

（ｉｉ）对于任意ξ１，ξ２∈Ｏα，有
Ｓξ１－Ｓξ２ Ｌ∞（Ｒ）≤（１＋α）

－１ ξ１－ξ２ Ｌ∞（Ｒ），

Ｓξ１－Ｓξ２ Ｌ２（Ｒ）≤
Ｃ１＋ ｓξ１ Ｌ∞（Ｒ）＋ ｓξ２ Ｌ∞（Ｒ

( )
）

１／２ ξ１－ξ２ Ｌ２（Ｒ）

（ｉｉｉ）映射ＤｘＳ：Ｏα→Ｌ
２（Ｒ）是连续的。

引理３［１４］　对于任意 ｆ∈ Ｃ（［０，Ｔ）：Ｌ２（Ｒ）），
映射Ｈｆ：ξ→ ｆ（ω，ｔ）从 Ｏα到 Ｌ

２（Ｒ）一致连续，其
中ω是ｘ的逆函数，ｘ（ｓ，ｔ）＝ξ（ｓ，ｔ）＋ｓ，ｓ∈Ｒ，
ｔ＞０。

下面先证明ＤＰ方程局部解的存在性。
命题 ２　设初值 ｕ０∈ Ｘ，则存在函数 Ｔ＝

Ｔ ｕ０( )
Ｘ ＞０和Ｃａｕｃｈｙ问题 （１） －（２）的解ｕ，

使得ｕ∈ＺＴ。
证明　设ｖ＝（ξ，Ｕ，Ｗ）是ＯＤＥ系统 （１１）的

解，由命题１知，ｖ∈ Ｃ１（［０，Ｔ）：Ｘ×Ｘ×Ｙ），且
ｖＸ×Ｘ×Ｙ≤Ｋ。定义ｘ（ｓ，ｔ）＝ξ（ｓ，ｔ）＋ｓ，由于映射
ｓ→ｘ（ｓ，ｔ）在Ｒ上是微分同胚的，从而ｘ的逆映射
ω：ｘ→ω（ｘ，ｔ）也是微分同胚的。对于任意的 ｘ∈
Ｒ，ｔ∈［０，Ｔ），令 ｕ（ｘ，ｔ）＝Ｕ（ω（ｘ，ｔ），ｔ），则对应
有Ｕ（ｓ，ｔ）＝ｕ（ｘ（ｓ，ｔ），ｔ）。

由于

ｕ（ｘ，ｔ）＝Ｕ（ω（ｘ，ｔ），ｔ）
应用变量替换可得

ｕ（ｘ，ｔ）Ｌ２（Ｒ） ＝ ∫Ｒｕ２（ｘ，ｔ）ｄ( )ｘ１／２
＝

∫ＲＵ２（ω（ｘ，ｔ），ｔ）ｄ( )ｘ１／２
＝

∫ＲＵ２（ｙ，ｔ）ｘｓ（ｙ，ｔ）ｄ( )ｙ１／２
≤

ｘｓ
１／２
Ｌ∞（Ｒ） Ｕ（·，ｔ）Ｌ２（Ｒ）≤

（１＋ ξｓ Ｌ∞（Ｒ））
１／２ Ｕ（·，ｔ）Ｌ２（Ｒ）

（２０）

９８



中山大学学报 （自然科学版） 第５７卷　

所以ｕ（·，ｔ）∈Ｌ２（Ｒ）。根据引理２，对任意ｔ１，ｔ２∈
［０，Ｔ），有

ｕ（·，ｔ１）－ｕ（·，ｔ２）Ｌ２（Ｒ） ＝

Ｕ（ω（·，ｔ１），ｔ１）－Ｕ（ω（·，ｔ２），ｔ２）Ｌ２（Ｒ）≤

Ｕ（ω（·，ｔ１），ｔ１）－Ｕ（ω（·，ｔ１），ｔ２）Ｌ２（Ｒ）＋

Ｕ（ω（·，ｔ１），ｔ２）－Ｕ（ω（·，ｔ２），ｔ２）Ｌ２（Ｒ）≤

ｔＵ Ｌ∞（［０，Ｔ）：Ｌ２（Ｒ）） ｔ１－ｔ２ ＋

ｓＵ Ｌ∞（Ｒ） Ｓξ（·，ｔ１）－Ｓξ（·，ｔ２）Ｌ２（Ｒ）≤

Ｃ（α，Ｋ） ｔ１－ｔ２ ＋ ξ（·，ｔ１）－ξ（·，ｔ２）Ｌ２（Ｒ
( )

）

又 ξ∈ Ｃ（［０，Ｔ）：Ｌ２（Ｒ）），所以 ｕ∈ Ｃ（［０，Ｔ）：
Ｌ２（Ｒ））。

由命题１有 ｓＵ＝Ｗ（１＋ｓξ）＝Ｗｓｘ，进而
ｕｘ（ｘ，ｔ）＝ｓＵ（ω（ｘ，ｔ），ｔ）ωｘ（ｘ，ｔ）＝Ｗ（ω（ｘ，ｔ），ｔ）
类似于式 （２０）有 ｘｕ（·，ｔ）∈ Ｌ

２（Ｒ）。又由于 Ｗ
∈Ｃ１（［０，Ｔ）：Ｙ），从而有ｔＷ∈Ｌ∞（［０，Ｔ）：Ｙ），于
是对任意ｔ１，ｔ２∈［０，Ｔ），可推出

ｘｕ（·，ｔ１）－ｘｕ（·，ｔ２）Ｌ２（Ｒ） ＝

Ｗ（ω（·，ｔ１），ｔ１）－Ｗ（ω（·，ｔ２），ｔ２）Ｌ２（Ｒ）≤

Ｗ（ω（·，ｔ１），ｔ１）－Ｗ（ω（·，ｔ１），ｔ２）Ｌ２（Ｒ）＋

Ｗ（ω（·，ｔ１），ｔ２）－Ｗ（ω（·，ｔ２），ｔ２）Ｌ２（Ｒ）≤

ｔＷ Ｌ∞（［０，Ｔ）：Ｌ２（Ｒ）） ｔ１－ｔ２ ＋

Ｗ（ω（·，ｔ１），ｔ２）－Ｗ（ω（·，ｔ２），ｔ２）Ｌ２（Ｒ）

因为

Ｗ（·，ｔ）∈Ｃ（［０，Ｔ）：Ｌ２（Ｒ））
由引理３知，当ξ（·，ｔ２）→ξ（·，ｔ１）时，
Ｗ（ω（·，ｔ１），ｔ２）－Ｗ（ω（·，ｔ２），ｔ２）Ｌ２（Ｒ）→０

所以，当ｔ２→ｔ１时，有

ｘｕ（·，ｔ１）－ｘｕ（·，ｔ２）Ｌ２（Ｒ）→０
故

ｘｕ∈Ｃ（［０，Ｔ）：Ｌ
２（Ｒ））

从而

ｕ∈Ｃ（［０，Ｔ）：Ｈ１（Ｒ））
因为

Ｕ∈Ｌ∞（［０，Ｔ）：Ｗ１，∞（Ｒ））
容易推出ｕ∈Ｌ∞（［０，Ｔ）：Ｗ１，∞（Ｒ））。

下面证明 ｕ∈ Ｃ１（［０，Ｔ）：Ｌ２（Ｒ））。假设 ｕ（·，
ｔ）是方程 （４）的解，则有

ｕｔ＝－ｕｕｘ－
３
２ｘＧｕ

２

从而，对于任意的ｔ１，ｔ２∈［０，Ｔ），有

ｔｕ（·，ｔ１）－ｔｕ（·，ｔ２）Ｌ２（Ｒ）≤

ｕ（·，ｔ１）ｕｘ（·，ｔ１）－ｕ（·，ｔ２）ｕｘ（·，ｔ２）Ｌ２（Ｒ）＋

３
２ ｘＧｕ

２（·，ｔ１）－ｘＧｕ
２（·，ｔ２）Ｌ２（Ｒ）≤

ｕ（·，ｔ１）Ｌ∞（Ｒ） ｕｘ（·，ｔ１）－ｕｘ（·，ｔ２）Ｌ２（Ｒ）＋

ｕｘ（·，ｔ２）Ｌ∞（Ｒ） ｕ（·，ｔ１）－ｕ（·，ｔ２）Ｌ２（Ｒ）＋

３
２ ＧＬ１（Ｒ） ｕ

２（·，ｔ１）－ｕ
２（·，ｔ２）Ｌ２（Ｒ）≤

Ｃ（Ｋ）ｕ（·，ｔ１）－ｕ（·，ｔ２）Ｈ１（Ｒ）

又由前面证明可知 ｕ∈ Ｃ（［０，Ｔ）：Ｈ１（Ｒ）），所以 ｕ
∈Ｃ１（［０，Ｔ）：Ｌ２（Ｒ）），故综上可得ｕ∈ＺＴ。

最后，证明 ｕ（·，ｔ）是方程 （４）的解。由链
式法则有ｔＵ（ω（ｘ，ｔ），ｔ）＝Ｕｓωｔ＋Ｕｔ，又因为ωｔ＝
ωｘｘｔ＝ｕωｘ且Ｕｓωｘ ＝ｕｘ，所以ｔＵ（ω（ｘ，ｔ），ｔ）＝－
ｕＵｓωｘ＋Ｕｔ＝－ｕｕｘ＋Ｕｔ。从而ｕｔ存在，且ｕｔ＋ｕｕｘ
＝Ｕｔ。由于 ｖ＝（ξ，Ｕ，Ｗ）是 ＯＤＥ方程 （１１）的
解，所以Ｕｔ＝Ｆ１（ξ，Ｕ）（ｓ，ｔ），因此得到

ｕｔ＋ｕｕｘ ＝－
３
２ｘＧｕ

２

故ｕ（·，ｔ）是方程 （４）的解，命题得证。
下面，证明ＤＰ方程Ｃａｕｃｈｙ问题解的唯一性。
命题３　设初值ｕ０∈Ｘ，如果ｕ∈ＺＴ是Ｃａｕｃｈｙ

问题 （１） －（２）的解，则ｕ是唯一的。
证明　由于 ｕ∈ ＺＴ，通过文献 ［１４］中定理

３１０的证明，知道Ｃａｕｃｈｙ问题
ｔξ（ｓ，ｔ）＝ｕ（ｓ＋ξ（ｓ，ｔ），ｔ），ξ（ｓ，０）＝０　

（２１）
有唯一解 ξ∈ Ｃ１（［０，Ｔ）：Ｃ（Ｒ））∩ Ｌ∞（［０，Ｔ）：
Ｗ１，∞（Ｒ）），而 且 ｔξ∈ Ｃ（［０，Ｔ）：Ｃ（Ｒ）） ∩
Ｌ∞（［０，Ｔ）：Ｗ１，∞（Ｒ））。

对于任意ｓ∈Ｒ，ｔ∈［０，Ｔ），定义
ｘ（ｓ，ｔ）＝ξ（ｓ，ｔ）＋ｓ，　Ｕ（ｓ，ｔ）＝ｕ（ｘ（ｓ，ｔ），ｔ），

Ｗ（ｓ，ｔ）＝ｕｘ（ｘ（ｓ，ｔ），ｔ）
因为ｕ是Ｃａｕｃｈｙ问题 （１） －（２）的解，利用链
式法则可得

ｔＵ（ｓ，ｔ）＝ｕｔ＋ｕｕｘ ＝Ｆ１（ξ，Ｕ）（ｓ，ｔ）（２２）
上式两边对变量ｓ求导，容易推出

ｔｓＵ（ｓ，ｔ）＝ｓＦ１（ξ，Ｕ）（ｓ，ｔ）＝

Ｆ２（ξ，Ｕ）（ｓ，ｔ）＋
３
２Ｕ

２（ｓ，ｔ( )）ｘｓ（ｓ，ｔ）
定义ｙ（ｓ，ｔ）＝ｅｘｐ∫

ｔ

０
Ｗ（ｓ，τ）ｄ( )τ，则有ｙｔ＝Ｗｙ。由

文献 ［１４］定理３１０的证明可知 ｘｓ（ｓ，ｔ）＝ｙ（ｓ，

ｔ），于是Ｗ ＝
ｙｔ
ｙ＝

ｘｔｓ
ｙ＝

Ｕｓ
ｙ。故有

０９
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ｔＷ（ｓ，ｔ）＝ｔ
Ｕｓ( )ｙ ＝

ｙＵｓｔ－ｙｔＵｓ
ｙ２

＝

Ｆ２（ξ，Ｕ）（ｓ，ｔ）＋
３
２Ｕ

２（ｓ，ｔ）－Ｗ２（ｓ，ｔ）（２３）

由式 （２１） － （２３）可得 ｖ（ｓ，ｔ）＝（ξ，Ｕ，Ｗ）（ｓ，
ｔ）是 ＯＤＥ方程 （１１）的解。由命题 １知方程
（１１）的解唯一，又因为映射ｓ→ｘ（ｓ，ｔ）在Ｒ上微
分同胚，所以Ｃａｕｃｈｙ问题 （１） －（２）的解 ｕ也

是唯一的，命题３得证。
由命题２－３知 Ｃａｕｃｈｙ问题 （１） － （２）的

解存在唯一。

注２　定理１中 ＤＰ方程的解对初值的弱连续
依赖性的证明方法类似于命题２的估计过程，这里
证明省略。
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